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Bei der Beschäftigung mit der Theorie der trigonometrischen Reihe und verwandten Gegen- 
standen hatte ich bisweilen Gelegenheit zu bemerken, wie durch eine etwas modifizierte Darstel- 
lung in Ausdruck und Beweis gewisse überlieferte Theoreme an Anschaulichkeit und überzeugender 
Kraft gewinnen; ja es iergab sich bei einer zusammenhängenden Reihe von Sätzen über das Wünschens- 
werte hinaus die Notwendigkeit, zu Gunsten der Strenge und der damit zusammenhängenden Forde- 
rung, die Voraussetzungen möglichst einzuschränken, Änderungen eintreten zu lassen. Während ich 
in % 1 der vorliegenden Arbeit den ersten Satz aus Art. 8 der Riemann'schen Abhandlung über die 
Dafstellbarkeit einer Funktion durch eine trigonometrische Reihe in einer andern Weise, als du Bois- 
Reymond, verallgemeinere, wodurch auch, abgesehen von der veränderten Darstellung, das Resultat 
ein etwas anderes, nämlich der in Rede stehende Limes in einen engeren Spielraum eingeschlossen 
wird, dienen die §§ 2 und 3 dazu, um die grundlegenden Sätze, die sich um den bekannten von 
Schwarz bewiesenen Hilfssatz vom zweiten DiflFerentialquotienten gruppieren, nicht nur anschaulich 
darzustellen, sondern auch von gewissen wesentlichen Mängeln zu befreien, die sich, wie ich zeigen 
werde, bei du Bois-Reymond und Hamack vorfinden, wobei ich Gewicht darauf lege, dafs ich geiude 
den direkten vom ersten und dann auch vom zweiten der eben genannten Autoren eingeschlagenen 
Weg weiter verfolgt habe. — li § 4 gebe ich über das Verhältnis der Methode des arithmetischen 
Mittels des Herrn C. Neumann zur Fourier'schen Reihe eine ältere Aufzeichnung wieder (aus dem 
Jahre 1890), in welcher unter Vermeidung jeder weiteren Voraussetzung über die in Rede stehende 
darzustellende stetige Funktion gezeigt wird, wie die Fourier'sche Reihe ganz direkt aus der Methode 
des arithmetischen Mittels folgt. Einige hier sich anschliefsende Bemerkungen haben zum Gegenstande 
die Beziehungen der Fourier'schen Reihe zum Poisson'schen Integral. — 

§ 1. "Die Erweiterung des ersten Satses ans Art. 8 der Biemann'sohen Abhandlung in andrer Form. 

Die zu Grunde liegende trigonometrische Reihe sei 



OP OD 

f{x) = ^1 (a^ cos hx + h sin hx) = ^hÄk. 



Wir bilden mit Riemann die Reihe, welche aus dieser durch zweimalige Integration der einzelnen 
Glieder entsteht, und setzen 

f{x) = -^-2j s^ = -2--2jh^' 

i 1 

Dieselbe ist für alle Werte von x gleichmäfsig konvergent, falls die Äh unter einer endlichen Zahl 
liegen, und stellt also eine stetige Funktion von x dar. Wegen der gleichmäfsigen Konvergenz ist die 
Integration gliedweise gestattet. Nachdem festgestellt ist, dafs man sich bei dieser letzten Reihe auf 
völlig sicherem Boden befindet, handelt es sich darum, den Rückweg zu jener ersten zu finden, welche 
eigentlich zur Diskussion steht. 

Zu dem Ende wird der zweite mittlere DifiPerenzenquotient gebildet, also 



F(x + 2c) — 2F(x) + F{x — 2e) _ A'JP 
4c* ~ 4c« ' 
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Man erhält: 






Der Riemann'sche Satz lautet: 

Für jeden Wert x, für welcJien die ursprüngliche ReiJie konvergiert, konvergiert imch der 

Lim«=o -^-T; w*wZ zwa/r nadi demselben Werte. 

Ich will nun die von P. du Bois-Reymond*) aufgeworfene und beantwortete Frage, was aus 
dem Riemann'sclien Satze wird, wenn die Reihe f{x) unbestimmt zwischen den Grrenzen U{x) und 
0{x) angenonmien wird, in etwas anderer Weise behandeln und beantworten. 

Wenn es sich darum handelt, 






zu bestimmen, so ist die Reihe bei von verschiedenem positiven e ins Unendliche fortzusetzen und 
dann erst der Limes für £ = zu bilden. Andrerseits steht es frei, da man eine unendliche Reihe 
auf beliebige Weise in Partialsummen zerlegen kann, för jedes € eine andere Zerlegimg vorzunehmen, 
d. h. also die Grenzen der TeiZsummen bei dem Übergang zur Grenze £ = als von € abhängig 
anzunehmen. 

OD 

Die Reihe Uq + ^ <^h cos hx + h sin hx schwanke für den in Rede stehenden Wert von x 



zwischen 0(x) und Z7(a;), sie sei also enthalten in der Form — ^ \~J T (das x lasse ich jetzt 

aus). Was läfst sich von dem Lim,=o-T-T aussagen? Während in dem Riemann'schen Falle an 

Stelle der Reste die Partialsummen ohne Änderung des Resultats hätten eingeführt werden können, 
ist in dem allgemeineren Falle, wie er hier vorliegt, die Einführung der Summen vorssuzieher^ und 
zwar aus mehreren Gründen. Zunächst kann man hier sogleich die Gliederzahl der in Rede stehenden 
Reihe unendlich setzen, was bei du Bois-Reymond wegen der Unbestimmtheit der Reste der unendr 
liciien Reihe nicht angeht (vgl. seine Abhandlung S. 18 oben); femer schwanken die Summen schliefs- 
lich zwischen und ü (Differenz — U), die Reste zwischen — U und — (0 — U), also in 
doppelt so weiten Grenzen. Den Vorteil aoer, welchen bei Multiplikation mit unbekannten Zahlen 
die Rechnung mit Null hat, bezw. mit Unbestimmtheitsgrenzen, welche gleichweit über und unter Null 
liegen, kann man sich bei Summen auch verschaffen, wenn man statt der obigen Reihen diejenigen 

untersucht, welche durch Subtraktion der Grösse — ~— vom Anfangsgliede aQ oder Aq entstehen. 

Nach Voraussetzung schwankt die Reihe 

(«0 ^) +^ an cos hx + bk sin hx = A^' + ^ A^ 

1 1 

zwischen — - — und — ; es wird gefragt, was hieraus für den 

Lim,=o "^~ = Lim,=o \a^ + 2 ^* (^TT^)'] 
folgt, wo 

gesetzt ist? 

Ich führe die Teilsummen der ursprünglichen Reihe ein und setze: 



*) Abhandlungen der bayerischen Akademie d. W. IL Cl. XII. Bd. I. Abt. 
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Ah = Sh — fi*— 1, 
80 dass 

Wir lassen jetzt N ins Unendliche wachsen: die Reihe links konvergiert jedenfalls för jedes £ > 0, 
wie sowohl aus ihrer Entstehung aus der durchweg konvergenten Reihe für F(x)y als auch aus dem 
Faktor Ä* im Nenner jedes Gliedes und der Endlichkeit sämtlicher Ä^ folgt. Demzufolge darf man 
auch rechts N= oo setzen und erhält, da bei der vorausgesetzten Endlichkeit sämtlicher Sif 

(sin Ns\ ' 
-— — j = f ür jedes « > 0, folgende Gleichung: 

wo 2^' aus 2^ entsteht; wenn man ^ durch Aq ersetzt. In dieser Reihe soll s ^egen konvergieren. 

Ich mache die Riemann'sche Einteilung, welche die Thatsache benutzt, dafs \^—j von an bis jt 

monoton ist. Die Teilung richtet sich nach der örölise von e (s. oben); die erste Summe gehe von 
bis 5, wo 5£ < Ä <^ (5 + 1)£, die zweite von s + 1 ^is c». Die erste Summe erhalte eine Unter« 
abteilung von bis m — 1 und von m bis s, wobei m fsur Verfügung bleibt 
Hierdurch wird: 

In den beiden ersten Summen rechter Hand ist die Funktion in der Klammer positiv, also der Mittel- 
wertsatz anwendbar. Bezeichnen wir mit du Bois-Reymond durch [iSA]J*~^ einen Mittelwert der 
Qröfsen Sq, 8^, ... 8m— 1, entsprechend durch [8^^ einen solchen der Gröfsen 8m, . . . /S, u. s. w., 
so entsteht: ^ 

+Ja(f^)*-(i^±#^)> 

Die letzte Summe zerlegen wir mit Riemann in folgender Weise: 

/8inÄ£\* / 8in(j^ + l)g \* f /sin^g X* / sin fec \'-| _, f/ sin hs \* /8iii(^ + l)t \»-] 

[ hs ) \ (h+l)B ) —l\he ) \,(Ä+1)J J + LV(Ä + l)f/ \ (h+l)B / J 

und wenden die Formel an: 

sin* X — sin* y = sin (ä; + y) sin (x — y) . 

Hierdurch erhalten wir: 

QO oe 

+ j^ Ä sin» ha (jji, - ^.-^) -^^ Ä(^^+^, sin (2Ä + 1)« sin e . 
Diese Gleichung gilt für jedes 6 > 0. 



Digitized by 



Google 



— 6 — 

Beim dritten und vierten Gliede kann nunmehr auch der Mittelwertsatz angewandt werden, 
So dafs unsere Reihe wird 

- tau- (i - i^)') + [*]- {(^y- (^^)') + [«• -' »'i--^. • jT+W 

- [«• »" (2* + ')• • =^T+.• f ((TW- + (7T1? + ■ ■ ■) ' 

WO die Ausdrücke in den eckigen Klammem immer Mittelwerte sind. Es ist bekanntlich 

(rfip + (M:ir« + ---<r+T<T' also=e,~, 
wo e, < 1; somit erhalten wir: 



46« 






Jetzt möge a zur 0, also gleichzeitig s gegen oo konvergieren. Links entsteht der zweite mittlere 
Diflferentuilquotient der Funktion F\ Die erste Klammer wird für « = 0. In der zweiten Klammer 
wird das erste Glied 1, das zweite Glied wird, da sich der Festsetzung gemäfs (s + 1)^ ^^i kleiner 
werdendem b der Gröfse x immer mehr nähert, 0. Demgemäß wird 

Lim.==o ^ - [Ä JS + [Sk sin» ha]^ i-, - [Sx sin (2Ä + 1)^ • ?^]^0 • ^ , 

wo 6 unbestimmt zwischen und 1. Links kommt m nicht vor; man darf daher rechts das zur 
Verfügung stehende m beliebig und unendlich grofs werden lassen. Wenn man dann berücksichtigt, 

dasB die Sa für unendlich grofse h der Voraussetzung nach zwischen T" und ^^-^ schwanken, 

so erhalt man: 

T. A«F' .0— Z7, „O-^U 1 . ,„0—ü 1 

Um,^^-^^=3~^+j -^-'-,+j -2—--, 

wö jy j', j" Paktoren objektiver Unbestimmtheit zwischen + 1 und — 1 bedeuten. Demzufolge ist, 
wife aus der Beziehung zwischen F' und F folgt: 

T- A«F 0+U , ./-,i,i\0-t; 

Lmi. » -i^r = -^ + ^ ( 1 + ^ + ii) -2- • 

Wir haben also den Satz: 

Wenn die Beihe 



f{pS) =5 ^ a* cos Are + Ja 8151 Äx 



zunschen den endlichen Unbestimmtheitsgrenzen 0(x) und Ü{x) schwankt, so sind die- UnhesümmtheiiS' 
grenzen van 

T ;«, Fj x + B)-^ 2 F( x)+F(x-e) 



6n^Aa2^ zwischen 
und 



OD 



■FC*)^ 



5« V^Oyj cosÄa; + 6yj8mÄa; 



*o 2 ^ Ä» 



Q(a;) + U{x) , /. , 1 , i_\ 0(a:) - Uix) 

2 h \^i i- V -t- ^i; 2 

0(«) -irUix) /i _i_ 1 1 i \ 0{x)j- m^ 
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Über die Koeffizienten Äh ist hierbei nur dasjenige voransgesetzt; was aus der Oscillation der Reibe 
zwischen endlichen Grenzen folgt, nämlich dafs sie sämtlich numefiflch unter einer endlichen Zahl 
liegen. Wenn die ursprüngliche Reihe, wie bei Biemann, konvergiert, so werden die Koeffizienten 
eo ipso als unendlich klein vorausgesetzt. Werden solche Voraussetzungen f&r ganze Intervalle ge- 
macht, so übertragen sich nach dem Satze des Herrn G. Cantor die Angaben von den Ä^, weldie 
von X abhängen, auf die Uk und bh, wie hier nur ganz im allgemeinen erinnert werden mag. Die 
in dem eben ausgesprochenen Satze angegebenen Grenzen sind natürlich durchaus nicht die du Bois- 
Reymond'schen ünbestimmtheitsgrenzen des in Rede stehenden Limes, doch sind diese letzteren sicher- 
lich in dem angegebenen Spielraum enthalten. Die gröfsere Unbestimmtheit rührt daher, dafs wir 
notgedrungen statt der Grenzen der rechten Seite die Grenzen der einsfdnen Glieder der rechtem Seite 
schätzten, wodurch sich die Unbestimmtheiten, welche sich unter Umständen in der Wirklichkeit weg- 
heben, in der Rechnung summieren. 

Es soll jetzt auch der Fall in Betracht gezogen werden, dafs die Summe der ursprünglichen 
Beihe tmendlich wird, nehmen wir an 4" ^'^^ i^ührt man wiederum die PartiaUummen ein, jetut aber 
(ohne jmie Gröfse zu subtrahieren) 

So = ^ = ao 

n _ • n 

iS„ = ^ + ^ -^ = ^ a* cos Aa: + 6a sin Aa;, 

1 

so darf man jetzt jenes Glied ^i^f '^ ) nicht für N=:(x> verschwinden lassen, sondern wird setzen 
dürfen, wobei die vorhergehenden Betrachtungen zum Teil in Kraft bleiben, 

A»F p^y -,n.-i A /Bin WA «X , p« ^, /^/ 8inwic \« /ain^« + l)_f\«\ , « / «in 8c \» 

+ [^*]r ^^ (^-^y - /+ ii+ III + IT. 

Läfst man wieder € gegen 0, s gegen oo konvergieren, so jedoch, dafs S€ <7C^(s -^ l)f bleibt, 
so wird I gegen konvergieren, II gegen [iSjk]«, III gegen -, lim4«flp(Ä sin*5£), IV gegen 



^ •• = Ä 



JiIim,»«{s[JA]re,), wo 0,<1. 

In II darf man wieder die Gröfse m, welche links nicht vorkommt, unendlich grols werden 
lassen, so dafs i7= + ^^^ ^^^ ^"^^ unsrer jetzigen Voraussetzung; durch JII, welches positiv ist, 
wird hieran nichts geändert, so dafs, wenn IV endlich bleibt, sicherlich also, wenn lim^»ao(^a«) und 

lim,=.«(«fc,) endlich bleiben, lim,^© -jt ** 4" ^^ wird. Das Entsprechende gilt, wenn die Summe 



der Beihe ^. -4* = — oo wird. 





Unter der Varausset0ung, dafs lim(na„) und lim(»&.) für unandluAe n endlidi Ueibet^, teird 

AI X' 

lim««o -T-r gleichfseitig mit der Summe der ursprünglichen trigonometrischen Beihe + oo hezw. — oo. 
Wevm nttn und nbn mit wachsendem n unendlich Mein werdm, so bleibt übrig: 



lim,=»o TTT ■= ^<» + ^ lim,^oo(Ä, sin* si) 



4«« 

ohne jede Voraussetzung für S^. Da das zweite Glied für endlich bleibende S verschwindet, so folgt: 

lim,=so -^ schwankt, wenn lim (nan) = lim (nbn) = 0, mit der ursprünglichen Beiheptsumme zwischen 

genau denselben ünbestimmtheitsgrenzen und U, falls beide endlich sind. — 

Ist = + c» und TJ endlich, so bleibt für dem Limes + <^ ^'^s obere ünbestimmtheits- 
grenze bestehen, während wegen des zweiten Gliedes die untere unter Umständen hinaufgerückt 
werden könnte. Das Entsprechende gilt, wenn IT = — cx> und endlich ist. — 
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§ 2. Gleiohmä/kige Konvergens. Funktionen vom Integral Nnll. 

Für das Intervall a < a; < & sei eine aufserdem noch von dem Parameter q abhängende 
Funktion f(xj q) gegeben und es handle sich um den 

]img^^a,f{x,q). 

Wenn fär einen bestimmten Wert von x 

\f{x,q:)-f(x,q")\<6, 

falls nur q und q" gröber als eine hinlänglich grofse Zahl Q sind^ so existiert für dieses x ein 
Grenzwert. Findet entsprechendes für jedes x statt, so erhält man eine Grenzfunktion 

9(aj) = lim^=+aaA(a;,g^). 

Wir können hierbei etwa an die Partialsummen einer unendlichen Reihe denken, deren Glieder Funk* 
tionen von x sind: der Parameter q ist dann die Gliederzahl w, welche ganzzahlig = -f- oo wird. 
Statt des Limes für gr = -f- c» kann ein andrer eintreten, etwa der Limes für f = -}- bei dem 
ersten Differenzenquotienten 

welcher in den ersten vorderen Differentialquotienten, bezw. bei dem zweiten mittleren Differenzen- 
quotienten 

welcher in den zweiten mittleren Differentialquotienten übergeht, wenn ein solcher existiert, gr = -j- o© 
repräsentiere also irgend einen Limes. — Die oben genannte Zahl Q hängt im allgemeinen von x ab. 
Wenn aber der besondere Fall eintritt, dafs für sämüühe x gleichzeitig 

\f{x,q')-fix,q")\<c 

für alle q' und g", welche gröfser als ein bestimmtes hinlänglich grofses Q sind, so sagt man be- 
kanntlich, f{x, q) konvergiere gleichmäfsig für das Intervall. — f(x, q) sei im folgenden für jedes in 
Betracht kommende q eine stetige Funktion von x. 

Es kann die Frage aufgeworfen werden, aus welchen möglichst geringen Voraussetzungen 
bereits die gleichmäfsige Konvergenz der Funktion f{Xj q) für das ganze Intervall folgt. Hierauf 
antwortet folgender Satz: 

Wenn f{Xy q) für jedes in Betracht Tcommende q eine stetige Funktion von x in dem IntervaU 
a<x<b ist, und wenn dieselbe für gr = -j- oo gleichmäfsig konvergiert für ein System von Punkten, 
wdche überaUdickt über das ganze Intervall verteilt sind, so konvergiert sie für aUe a<x<h gleichmäfsig. 

Beweis: Das überall dichte Punktsystem, für welches n. V. die gleichmäfsige Konvergenz 
stattfindet^ sei das System g; die übrigen Punkte des Intervalls seien die Punkte iy. Nach der Vor- 
aussetzung giebt es zu einem beliebig kleinen <y > eine Zahl Q, so dafs 

(a) \f%q.')-mq")\<e, 

falls nur q und q' > Q, wwrf zwar für sämtliche | gleichzeitig, 

Ist r^Q ein Punkt des Systems rj, so ist wegen der vorausgesetzten Stetigkeit 

(b) I fix, i') - fix, q") - (fino, q) - fiVo, «"))!<« 

för alle x innerhalb eines hinlänglich kleinen den Punkt tjq imigebenden Intervalls d, (wo d von 
Vof 9.9 ?' abhängen wird), gleichgiltig, ob diese x nun zu den g oder zu den iy gehören. Da es n. V. 
in jedem hdidng Meinen IntervaU Punkte | giebt, so gilt (b) für gewisse g mit (a) gleichzeitig, und 
es ergiebt sich durch Subtraktion 

I /•('?o,0 -/■(%, 2") l<2tf 
für q\ q" > Q. Da hierin der Punkt 7}^ irgend ein Punkt des Systems rj ist, so ist der ausgesprochene 
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Salt^ 'bewi^^ 'flenn ttan *iidk, ütti die Zfthl Q xt Vel^hdiä^, 'iirälche 'für sSimtlidhe x ansreicUt, S^it 
far </', A" > e 

MftbfA, Ttttr däBJenf^ Q Üa h^tiüen, ^elchtfb ¥&r äie 'Pimli^ g 'ä[e '!äjinälLerung 

leiistet. 

Äpfeiell gflt folgenäer -Öatz: c, . . , » . . . ^ . 

TTeww dte Gflie&r einer tleihe %{x), Jfi(^)' • • • ^^^^^ FunJcHonen im IntervaO, « ^ ^^ & sif^y 
unä wenn diese JReiJie für ein uberdÜ didites Ptmktsystem fieiehmäfsig Tconvergiert, so konvergiert sie für 
das ganze Intervall gleic%mäfsig. 4\ 

An Stelle von (a) und (b) treten teim JBeweise dieses Satzes 

|fi,+i(S) + . . . +t^H+p(l)|<cr, 1> = 0, 1,2,. . ., 
flir allfe iy ^ettn nur »» > ^, ÜüSi 

|u«+lW H h ^n+p(x) — (w» + l(%) H h t*«+p(%))| <<f 

Ifur alle 2: innerniftlb eines ^inlänglicli kleinen Intervalls um ij^. Da unter diesen x unter allen Um- 
stÄndeh auch % vo]:l:ommen, so entstellt clurch Vereinigung fdr iedle n> (i 

I w,+i(i?o) + • • '+^n+piVb) I < 2*, p -= 0, 1, 2, . . . 
wobei i}q ein beliebiger uüter den Punktet! r^ ist*). — 

Diesier Satz rehrt, welche ÄHshaJmen von der gieicUSrmigen konvergenz ä"uf äer ganzen 
ätir'ebke Votkoih!m'en könnelu tmd 'welche nicht. Es kann thätsachlibh nicht vorkommen, da& die 
Funktion f(x, q) für sämtliche Ftmkte der Streclfe mit Äüsfiähine 'der Punkte eüies ausdehntii^stösen 
(nach Hamaek diskreten) Syi^tems gleichmäfsig kont^i^ere', denn %u]f jedör beliebk^en Teilslo^cke 
befindeti sich bekannÜich Punkte, die nicht zu dem ausgehommeheh unausgedehnten Syslein gehören. 

Wirkliche Ausndhmev^ von der gleichmäfsigen Kowvergei/as im ganzen Intervalle können mir in 
Stecken vorkommen: so kann es geschehen, dafs die Funktion nach Ausdchluls einer beliebig kl^en 
den Endpunkt enthaltenden Strecke gleichmäfsig konvergiere (Potenzreihe), oder die gleichmäihige 
Konvergenz kann statthaben nach Ausschluß eines uiiaudgedehnten Sjstenis durch eine endliche Aja- 
zahl von Strecken mit beliebig kleiner Gesamtlänge s. Wenn man in diesem Falle Von einer im 
atlge^m^hen glelchmäfsigeh JS^onv^rgenis auf dei: gaiizen Sti*ecke spreciien will, so läfst sich dagegen 
nibhts sag^L, w&l die ausgeschlossenen Strecken eine beliebig kleine Gesamtlänge s repi:äirentieren 
(bei kleiner werdendem b wird obigiBs Q bei gegeb^mem 6 imm^ gröArer). Bei weitergenendien Auf- 
nahmen von im allgemeinen gleichmäfsiger Konvergenz zu sprechen dürfte sich nicht dthpfehfen. 
Hiervon wird noch weiter unten die Rede sein. — 

Bekanntlich gilt folgender Satz**): 

Wenn in dem Intervall a^x^b f{Xj q) für aUe in Bet/radd kommenden q eine stetige Funk- 
Hon von x ist, welche für q^^ -{- 00 gleichmäfsig ztMn Grenzwert q>(x) konvergiert, so ist q>{x) in dem- 
sibR>ei^ eine stetige t\llnktu>n. 

Daraus geht hervor, dafs, wenn die Grenzfunktion unstetig ist, von einer gleichnilTsij^Än 
Konvergenz nicht mehr die Rede »ein kann, s'olÄn^e f(Xj q) als stetig vorausgesetzt wird. In der 
Folge wird uns eine unstetige Funktion beschäftigen. Welche iSierr tasch***) nadi Hamacks Vorgange 
im allgemeinen verschwindend nennt. Während ich sonst die in der zitierten Abhandlung gebraucht^^A 
Bezeichnungen ftir sehr treffend halte, möchte ich für die eben genannte Funktion die auch sonst 
angewandte Bezeichnung (Dini) y^unktion vom Integral NutP^ für geeigneter halten. Diese Funktion 
ist nämlich so beschaffen, dafs das Integral derselben zwischen zwei beliebigen Punkten genommen 
te^iiöhwindet; sie erfüllt folgende Bedingung: t'üi' jedes fi>^ itiüssen die Stellen niit abs y> 6 eine 

^ Ein ganz spezieller Fall dieses Satzes findet sich bei Stolz, Arithmetik I, S. 273. 
•♦) Stolz, Arithm. I, S. 200, 
♦••) Math. Ann. 30, 8. 161. 
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unausgedelmte Menge bilden. Sie kann auch definiert werden als eine Funktion^ welche Integration 
znlä&t und in übeitdl dichten Punkten verschwindet. Hierbei ist^ zunächst wenigstens, immer vor- 
ausgesetzt^ dafs die Funktionswerte zwischen endlichen Grenzen sich befinden. — Ohne den Charakter 
einer solchen Funktion — als Funktion vom Integral Null — zu ändern, darf man bei ihr (nicht 
bei anderen integrierbaren Funktionen) beliebige Werte durch irgend welche absolut genonunen 
kleinere ersetzen. Verbindet man diese Bemerkimg mit der andern, da& man die Funktion mit einer 
beliebig grofsen Eonstante multiplizieren darf, so folgt daraus, dafs es frei steht, dieselbe mit einer 
durchweg endlichen, wenn auch an und für sich nicht integrierbaren Funktion zu multiplizieren. — 
Zu bemerken ist, dafs die Sprünge einer integrierbaren Funktion in den Punkten des betr. Intervalls 
der Definition nach eine Funktion vom Integral Null liefern. — Bei bestimmt gegebenem er kann man 
die Stellen mit abs y > (T durch Intervalle mit beliebig kleiner Gesamtlänge ausschliefsen. Bei kleiner 
werdendem 6 kommen immer mehr auszuschliefsende Punkte neu hinzu. Trotzdem kann nach der 
Definition die Summe der ausschliefsenden Strecken, die ja bei jedem 6 beliebig klein gemacht werden 
kann, gleichzeitig immer mehr verkleinert werden, wobei aber die Anzahl dieser ausschliefsenden 
Strecken, jedesmal endlich, immer gröiser wird und die Stellen, an denen sie auftreten, immer enger 
aneinander rücken. Dies wurde hier etwas umständlich ausgeftlhrt, weil es bei dem Beweise der 
folgenden Sätze wesentlich ist. — 

£s ist nicht nötig, dafs die einer Integration zu unterwerfende Funktion allenthalben einen 
bestinmiten Wert habe. Da die Begriffe „Schwankung'', „Sprung'^ ihre Bedeutung beibehalten, wenn 
die Funktion in den einzelnen Punkten zwischen endlichen Grenzen unbestimmt ist, so ergiebt sich, 
dafs eine so gegebene Funktion (etwa die Sunmie einer unendlichen Reihe^ sehr wohl dieselbe Inte- 
grierbarkeitsbedingung erfOllen kann; natürlich muCs an den Stetigkeitsstellen, die überall dicht vor- 
handen sind, je ein bestimmter Wert vorliegen. Ist ^>{x) +i^(:z^) eine solche Funktion, wo j der 
zwischen + 1 und — 1 liegende Du Bois-Reymond'sche ünbestimmtheitsfaktor ist, so ist das stets 
positive if(x) eine Funktion vom Integral Null. Die Funktionen 

ergeben dasselbe Integral*). Umgekehrt wenn von den beiden Gröfsen 0{x) und TJ{x) nur die eine 
integrierbar ist, oder wenn beide integrierbar sind und verschiedene Integrale liefern, dann ist die 
Funktion q>{pc) +i^(?) Glicht integrierbar. Wenn aber bei einer stetigen Funktion die eine, etwa 
die vordere obere Derivierte (obere ünbestinmitheitsgrenze des vorderen Differenzenquotienten 

^^ "~ ^^^ für £ = -(- 0) integrierbar ist, so ist auch die vordere untere Derivierte, (sowie auch 

jede hintere), integrierbar und liefert dasselbe Integral; -^ es ist gleichgiltig, ob man die obere oder 
die untere Unbestimmtheitsgrenze oder die zwischen beiden unbestimmte Funktion der Integration 
unterwirft. — 

§ 3. Verallgemeinerang des Sohwan^sohen Sataes vom sweiten mittleren DUferentialquotienten. 

Bntsprechendes vom ersten Differentialqnotienten. 

Die seit dem Erscheinen der Riemann'schen Abhandlung angewandte Analyse besteht darin, 
daCs man in o» 

J^(^)--2 ^ j? 

F{x) durch « 

f{x) = a^ -[" ^ ^A cos hx -f- ?>A sin hx 
1 

auszudrücken sucht und alsdann durch Integration vorstehender Gleichung für F{x) die Koeffizienten 
a und 6 bestimmt**). Zunächst sei f{x) von — n bis + ^ ^^^^ konvergent und aufserdem eine 



^ 



Du Bois-Beymond a. a. 0. Art. 11. 
Ebenda Art. 14. 
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stetige Funktion von x. Alsdann ist^ gleichgiltig ob man den zweiten mittleren oder einen andern 
zweiten Differentialquotienten meint^ 

für alle Werte — ä < a; < + «. Desgleichen ist nach dem Riemann^schen Satze in diesem Falle 
Setzt man jetzt 






<t>(x)-I{x)-fdafdßf(ß), 



-— 7f —7t 

so folgt 

för — «<rc<4-«- Nach einem von Schwarz bewiesenen Hilftsatze*) folgt aus dieser Gleichung 

<t)(a:) = Co + Ciic für — ^<^< + «> 
so dafs man setzen darf 

» a 

Fix) ^fdufdßfiß) + Co + «.«• 

—n —n 

Hieraus ergiebt sich (Art. 15 der du B.-R.schen Abhdlg.) die Bestimmung der Koeffizienten in der 
Fourier'schen Form. — 

Im allgemeinen Falle, dafs von f{x) nur die Iniegrierba/rkeit (zunächst im engeren Sinne bei 
durchgehender Endlichkeit) vorausgesetzt wird, was jedenfalls die Konvergenz der trigonometrischen 
Reihe in überall dichten Funkten verlangt, handelt es sich wieder um die Differenz 



wo 



Hx)^F{x)-F^{x), 
F,ix)=fdafdßf(ß). 



Würde 

i. A»<D 

lmi,«o-jr- 

Null sein, so würde man ebenso weiter schliefsen dürfen. Dies läfst sich indessen nicht direkt be- 
weisen. Was man direkt beweisen kann (ebenda Art. 17) ist, dab dieser Limes bei der jetzigen 
Voraussetzung eine endliche FunkUan vom Integral NiM giebt. Wenn dies feststeht, so ist zu zeigen, 
dafs folgender Satz gilt: 

Weifs man von einer für a<x<b stetigen Funktion <t>(x), dafs ihr zweiter müderer Diffe- 
renHaiquotient eine endliche Funktion 'v(xfvom Integral NuU ist, so ist für dasselbe Intervall 

<t)(a?) = Co + Cia?, 

d. h. der betr. IHfferenHälquotient ist fhoitsächlich aUenthalben =0. — 

Ist dies bewiesen, — und um einen einwandfreien Beweis dieses Satzes unter Beibehaltung 
des du Bois-Rejmond^schen Grundgedankens handelt es sich hier, — so ergeben sich wiederum die 
Koeffizienten in der bekannten Form der bestinmiten Integrale. Wie ich schon in der Einleitung 
bemerkte, scheint mir der Beweis dieses Satzes in Art. 20 der öfter genannten Abhandlung nicht 



*) Grelles J. 72, S. 141. Er lautet: Ist von einer stetigen Fanktion der zweite mittlere Differentialqnotient 
in einem IntervaU NnU, so ist daselbst die Funktion linear. 

2V 
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zureichend, waa, ich weiter unten begrjanden T^er4p. Ipi 24, Bande der Hathematischen Annajen hat 
Harnack in seiner AbhaiidlTing über die Prinzipien der Integralrechnung diesen Satz zjanächst filr^ des» 
zweiten vorderen Differentialquotienten — und den entsprechenden für den ersten Differentialquotienien 
— neu formuliert und unter Benutzung des di^ l^o^s-Reymond'schen Grundgedankens wiederum be- 
wiesen. Indessen die Formulierung des Satzes schemt mir wegen der darin enthaltenen überflüssigen 
Voraussetzung nicht glücklich und auch beim Beweise scheint ein näheres Eingehen auf die Art der 
Annähe;rung des bet?*effß^4^n DifferenzenquQtienten an diei Grepazfanktion, hier die Funktion vom 
Integral Null, geboten. Da der in Rede stehendci Satz beim ersten Difterentialquotienten sein voll- 
ständiges Analogon hat, so werde ich von diesem ausgehen und dabei, zu Gunsten der Anschaulich- 
keit, etwas weit ausholen. — 

Gegeben sei im Intervall a<^<& eine endliche und stetige Funktion f{x). Den Differenzen- 
quotienten 

9 

denke ich mir als Funktion zweier Yariabeln, sie hejXse t(^i^)i dargestellt: senkrecht zur a;-Bichtung 
die positive und negative d-Richtung. "Durch die Werte der Eonktion f(x) von a bis h sind die 
Werte des vorwärte gebildeten Differenzenquotienten lediglich für das rech^winkliggleichschenklige. 
Argümeüäendreieck a&fe, diei**\¥erte des rüiSkWarts gebilcfeten ftlr das kongruente l)reieck abc^^ g^ 

gebe}i;mai]^, denke sich, dieselben senkrecht aufgetragen. Da 

nach der Definition 

^(a:, *) = ^(a; + *, — *), 

so finden sich in Punjkten, wie c und c^, f und f^ u. s. w. die 
gleichen Funktionswerte. Für d «s -|- entsteht bei einem 
bestimmten . W^rte von x von oben hßr ein Gfiren^wert^ der 
vordere Differentialquotient, oder ein zwischen zwei TIiib<e- 
stimmtheitf greuzen, der vprderen objeren un4 'Uftteyeji Qeri vierten, 
schwankender I^imes; ent^prechend^es fijadtt. von unt^n her 
statt* Diese Qrenzwerte bezw, Paare, vpn Unbßstinmtheits- 
grenzen denke man sich auf der doppelt vorgestellten Linie 
aufgetragen; bei b ist ^(6, + 0), bei a ^(a, — 0) nicht vor- 
handen. Folgendes*) ist zu beachten: Die untere bezw. obere 
Schwanke, der Differenzenquotienten ist zugleich untere bezw. 
obere Schranke. jeder der vier Derivierten. Hieraus geht her- 
vor: der Wert in c, wie in dem ganzen Dreieck abc liegj^ 
zwischen, der oberen und unteren Schranke der Werte längs 
aby der Wert, in f zwischen den entsprechenden Schranken 
längs de, die ganze Schwankung in einem, Dreieck, wie def^ 
kann nicht gröfirer sein, als längs de u. s. w. 

il){x,'d) ist nach Ausschlufs eines beliebig schmalen, 
Streifens zu beiden Seiten der aj-Axe eine stetige Fonjctipn 
beider Variabein. Wenn aUenthalben eine Deriyiörte im ge- 
wöhnlichen Sinne vorhanden ist, in a eine vordere, in b eine 
hintere, und wenn diese von a bis b einschliefslich der Gbenzen 
stetig ist,, so ist ,^{x, S) eine im gcmzen Gebiete stetige Funktion 
beider, Variabein , was aus der jetzt vor^usgo^atzten Stetigkeit 
längs der d-Richtung feinschliefslich d = Ö im^ der Steti|fkeit auf der ganzen Strecke, a 6 durchaus 
nicht aÜein folgt. Man kann nämlich, wegen der Stetigk^' des DifferentijJquoti^ ipür a<ic<& 

^ em. gegebenes beliebig kleines, tf* eine L&nge A bestimmen, so daÜia dieselbe längs ab verschoben^ 
ntff Schwankungen der Funktion f {x^ <6 enthalt. Verschiebt man nait der Länge A die zugehörigen, 
eüi Parallelögfimm bildenden rechtwmkligen DreÜBcke (oben xmi unteii), bezw. eiti in dem PäraÜefö- 

♦) Genaueres vgl. etwa Pasch, Math. Ann. Bd. 30, S. 188.. 




Fig. 1. 
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grT^lfyp ei)tb^teii^. m Besnig auf die x-Aze, »ymmetrisehes Quadrat^ so ist in jeder Uage die Sohwon- 
Y^ojD^i im Qu^d^t^ soweit est ifuiprjialb de0> qrqprfin^cbeu ParaUelograinms acbci liegt^ < 6y woraus 
die Behauptung folgt*). — 

Icl^, b^eise jet^t xxat^, Benutzimg des du. Boift-Beymond^chen GhnndgedknkftnB der. Integral- 
l]iUdf|ng iefk Sifctz: 

Ist der: vprficäiis (riickwäriß). ff^^üdete erste. JDifferetUidlquoiient' einer, stetigent Funktion in einem 
If^f^aU eine endliche Ptüi/^ticn. v(x) vom Integral Niäl**)^ so ist, in. demselben IntervaU. die^ gegebene' 
si^^ Funktion konstant, der BifferenMuHi^ieHit! ako dmrt^weg NiM. 

Beweis, Der Satz wird zurückgeführt auf) dtn« Dirichlet'schen Sat2^ naeb. welehem eine stetige 
Funktion, deren vorwärts gebildeter Diffegrentialquotient Null ist, in demselben- Intervall koncitant sein 
muTs. Ich werde die Richtigkeit folgender Gleichung beweisen: 



(t) 





limj.+o/ ^^'"^ V ^^"^ ^^ = Q> a<a'<h'<h. 

a' 



Das Integral wird also genonmien längs der Parallelen zu ab im Abstand^ ($* (s. di Mg. 1). If.' V. 
lassen sidb die Stellen auf ah^ an denen. abs.v,(A?).> f^/i^t,. in eix^ bestimmte Anzahl Intervalle mit 
einer Gesammtlange < e einschliefsen {gd, eh repräsentieren von diesen Intervallen, zwei auf. einander 
folgende). Im zwischenliegenden Dreieck def und ebenso in den übrigen sind' nach der obigen Aus- 
einandersetzung die absoluten Werte durchweg; wi^ auf de^ <6, Wenn man nun noch die kleinste 
der ausscÜielisehden Strecken Aq links an jede einzelne dersdben ansetzt und mit den andern ausr 
schliefst; so ist nicht nur im Abstände Ao> sondern auch in jedei9 kleineren S 



1/ 



dtt^ 



<6(h^a) + 2K^, 



wo K eine Zahl. ist, welche die absoluten W^rte von,v(a:) nicht überschreiten. Ist. alöo. eine beliebig^ 
14fii^», ^^ (^0^ wiUkQxliich . geg^beA^ so. bestivuiv^ ich ein tf aus : 6(h — a)< ^, sehUefiie^ die« Stellen. 

mit d}}Bv{x) > <y,in Intervalle mit ein^r Gesamtlänge €, wo 2Ke< y* I^^ hierbei \ das. kleinste; 

d^r. au^ffohlj^^^den.JntervaUe; b^. wjirdian Jedes>derMl)>0n linksi eini: Intervall )Ao angesetzt, und mit 
den übrigen ausgeschlossen. Alsdann ist für dUe positiven d <,\ 



\I 



f±+^^mda 



<<^o 



und zwar gleichmäfsig für alle a<a'<6'<&. Wird 6q kleiner genonmien, so findet man ein 
kleineres 6, ein kleineres s, wobei "aber die Anzahl der ausschliefsenden Intervalle wächst und die- 
selben an immer mehr Stellen^ die vorher nicht ausgeschlossen waren ^ auftreten.. Man sieht; dafs 

von einer angenommenen gleichmäfsigen Konvergenz der Funktion ^^^ ' ^~ '^ ^ gegen die Grenz- 

fipiktig^.i/jf^) njcht.die B^de ist, Hiermit. ist dieiobig^ GleichuQgtXt) bewiesen, welche rsiishi auch in 
folgender Form schreiben lälst: 

Um^^+o j^-^^-+-^ +^)^" ^^^ + "^ da = ^^fnx + a)da = 0; a<x<x-\-ß<b, 
Na<}h| dem Satze von IXiiqhlet i ist nuni»fibr das^ Integral ffix + a)da, welches zugleich mit f{x) 



•) Stolz, Diff.- u. Iiit.-Rchng. I, S. 66. 
**) oder ist, was dasselbe sagen will, eine der vier Derivierten eine Funktion vom Integral. Null. 
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eine stetige Punktion von x ist, für a<x<,h von x nnabliängig, also eine Punktion von ß allein. 
f{x) ist also gleich dem DifPerentialquotienten dieser Punktion von ß fUr /3 =» 0, also konstant und 
zwar wegen der Stetigkeit von f{x) für a < rc < &, w. z. b. w. 

Alle diese umstände sind nicht nötig, wenn es sich lediglich um einen möglichst kurzen 
Beweis des vorliegenden Satzes handelt*). Schliefst man wiederum die Stellen mit absi;(ic)>tf in 
Intervalle mit der Gesamtlänge Sj so wechseln sich ausschliefsende und andere Intervalle^ in denen 
absi;(a;) < <y, ab; sie seien der Reihe nach A^, Ag, . . . Errichtet man auf A^, Ag, . . . die recht- 
winkligenT)reiecke, so ist nach den obigen Auseinandersetzungen der Wert des Differenzenquotienten 
in der Spitze abwechselnd < 6 und < K. Es gilt also 

f{a + \) - f{a) <6\ f{a + A^) - f{a) < K A^ 

f(a + A, + /^)-f(a + AJ < KA, f^a + A, + ^)-f(a + A,) < öA, 

' oder 

je nachdem die Teilung mit einem gewöhnlichen Intervall oder einem ausschliefsenden beginnt. 
Jedenfalls ergiebt sich durch Addition 

fm-fiaXöib-aj + BK, 

d. h. fm = f{a) für jedes V <h, — 

Dieser Satz ergänzt den andern**): Wenn- von ^^tBfim stetigen Funktion bekannt ist, daf$ für 
aUe X »wischen a und h eine der vier Derivierten NuU ist mit Ausnahme einer dbgcMMkren Menge von 
Punkten, in denen über das Verhalten jener Derivierten nichts feststeht^ so ist die Funktion eine Konstante. 

Zu betonen ist aber, dafs bei unserm Satze die Endlichkeit der Derivierten eine wesentliche 
Voraussetzung ist, nicht so bei dem eben angeführten. Wenn z. B. der vordere Differentialquotient 
einer stetigen Punktion durchweg endlich und in allen Punkten mit Ausnahme eines ausdehnungslosen 
Systems Null ist, so ist die Punktion durchweg konstant. Läfst man die Voraussetzung der Endlich- 
keit fallen, so ist der Satz falsch, wie die von den Herren G. Gantor und Hamack***) aufgestellten 
nicht konstanten Punktionen zeigen, deren vorwärts gebildeter Differentialquotient allenthalben Null 
ist mit Ausnahme der Punkte eines ausdehnungslosen Systems, in welchen er unendlich ist. Hiergegen 
verstöfst auch der zweite eben angeführte Säte nicht, welcher die Endlichkeit nicht voraussetzt, weil 
in diesen Beispielen die Punkte des ausgenommenen (perfekten) Systems nicht abzahlbar sind. — 
Die beiden Sätze zeigen, welche Abweichungen von einer stetigen Punktion eine Derivierte nicht 
haben darf; wäre z. B. 

WO fp{x) eine endliche und stetige Punktion und v(x) eine endliche Punktion vom Integral NuU ist, 
so wäre 

X 

äi (/■(«) —j 9> W dx) = v{x) , 
woraus v(aj) = folgt. 

Bei der Behandlung des zweiten mittleren Differenzen- und Differentidlquotienten kann ich mich 
nach den obigen Auseinandersetzungen kurz fassen. Auch hier stelle ich 

f(x + 9)-2f(x) + f{x--e) 

als Funktion zweier Variabein dar, tlf(x, d). Hier ist das Darstellungsgebiet ein einziges gleichschenklig 
rechtwinkliges Dreieck, dessen Hypotenuse jetzt aber das Stück der Abscissenaxe ist, für welches die 
stetige Punktion f(x) definiert ist. Auf der Abscissenaxe finden sich die Werte des zweiten mittleren 



*) Hamack, Math. Ann. 24, S. 235. 
•^ Dini, Grundlagen u. s. w. S. 274. 
•*•) Math. Ann. 24, S. 226. 
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Differentialquotienten aufgetragen^ wenn ein solcher existiert, andernfalls die beiden Unbestinuntheits- 
grenzen. In a und b ist die Funktion nicht definiert. Auch hier ist der Wert der Funktion ^(rr, d) 
in der Spitze c des Dreiecks 
zwischen der oberen und unteren 
Schranke der Werte auf ab ge- 
lten , der Wert in f zwischen 
der oberen und unteren Schranke 
auf de, kurz jeder Wert in einem 
solchen rechtwinkligen Dreieck nie 
aufserhalb der Werte auf der zu- 
gehörigen Hypotenuse*). 

Beweis des Satzes a/uf S. U, 

Dieser Satz ist durch Zurück- 
führung auf den Schwarz'schen Satz ä' 
(S. 11 Fulsnote) ebenso zu erweisen^ 
wie vorher der entsprechende vom 
ersten Differentialquotienten durch 
Zurückführung auf den Dirichlet- 
schen. Zunächst ist zu erweisen 

lim,..^, p('' + *>-'^,l°) + ^("-^ c?« = 0, a<a'<h'<h. 

a 

Wiederum schliefse man die Stellen mit absi;(x)><y in Intervalle mit der Gesamtlänge £ ein, setze 
jetzt aber das kleinste der ausschliefsenden Intervalle A^ rexiMs tmd lifiks an jedes einzelne derselben 
an und man erhält für alle d < Aq 

a' I 

woraus wieder entsprechend wie oben (S. 13) die zu beweisende Gleichung folgt, welche auch in 
folgender Form geschrieben werden kann: 

lim4«o J '-'— ?-— i— ^ jt ■ äa — -^J f(x-\'tt)da = 0, a<x<x + ß<b. 



Hierin bedeutet j-^ den zweiten mittleren Differentialquotienten. Nach dem Satze von Schwarz ist 
demzufolge das Integral / f(x + a) da eine lineare Funktion von x, 



ff 



fix + a)da = C^ + C^x, 
wo Co Tind (7, lediglich von ß abhängen. Wegen der Stetigkeit von f{£) ist 

und die rechte Seite mufs, wie die linke, für jedes x völlig bestimmt sein. Daraus folgt, dafs die 
Differentialquotienten -^ und -j^ für /J = einzeln durchaus bestimmt sein müssen, weil sich Un- 



^ Hamack, Math. Ann. 28, S. 269; Holder, ebenda 24, S. 188. 
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bestimmtlieiien zweier Summanden nur bei gleicher Differenz der Unbestintmntheite^efnsen möghclier- 
weise aufheben kämien und eine soJehe öleichheit bei vevänderlidhem x hier inicbt stattfinden itatm. 
Da zu jedem x <h unendlich yiele x -\- ß <}> ang^eben werden kökmen^ fio idlgt, dalb ^/*(^) 4ttr a)le 
a<x<h eine lineare Funktion von x ist. — 

Du Bois-Beymond bildet in seiner Abhandlung (Art. 18, 19, 20) nicht yon 

r ^ 

f 0(a? + a)da^ sondern von /. i^{x -^ pß) , 

(wo ni '^ a sei und konstant bleibe), den zweiten mittleren Differenzehquotienten und zeigt durch eine 
Modifikation des Schwarz'schen Beweises, dafs diese Produktensumme für ^ = 0, also daTs 'cbis soeben ge- 
nannte Integral eine lineare Funktion von x ist. Qegen diesen Beweis ist a^er einzuwenden, dafs eine 
Gröfse wie die dort (S. 29) t' genannte, nur bei gleichmäfsiger Konvergenz der Pröduktensumme 



yi ^ A*0(x + p^ 



gegen die daselbst mit t(x) bezeichnete Orenzfunktion existieren kann, Aafs vx»i einer sckhisn bei der ün- 
stetigkeit der letzteren nicht die Bede ist und dafs die in der Abhandlung giemaohte AnnahttiiB, die tmb'e- 
stimmten Werte seien durch die nimierisch gröfstdenkbaren ersetzt, hieran nichts ändert. Hamack andrer- 
seits giebt dem zu beweisenden entsprechenden Satse fiir den ersten Differential^uotienten eiae andere Form*) : 
Ist für eine stetige IkifMum fix), nccdh Äitsschlufs von Punkten durdi Intervalle von endlicher An- 
zahl mit der Gesamtlänge b, an jeder Stelle x em und derselbe Wert von Ao? au;sr eichend, um die Ungleichung 

A fix) 
gu erfüllen, wobei d schliefsUch unbegrenzt Mein wird, ist ferner lim [^ ^ durchaus endlich, und konvergiert s 

mit Ax nach Null, so ist f(x) eine Constante, 

Man vergleiche auch die Bemerkung hierzu S. 235. — Die Abänderung im Wortlaut des Satzes 
und im Beweise, die ich unter Beibehaltung des Grundgedankens vorgenommen habe, dürfte die Überflüssig- 
keit der ersten Voraussetzung ergeben und auch sonst den Beweis vervollständigen. Entsprech^ides gut von 
dem Beweise der Verallgemeiaerung des Schwarz'schen Satzes; was den Wortlaut derselben anbelangt, so ist 
zu beachten, dafs auf S. 240, 241 der HamacVschen Abhandlung der zweite vordere Differentialquotient 
gemeint ist, und dafs auf S. 242 die Vereinfachung, welche beim zweiten mittleren gilt, im Einklang mit 
der vorliegenden Arbeit angegeben ifit. — Herr Höldttr hat den du Bois-Bejrmond'schen Satz auf einem 
neuen Wege bewiesen**). — 

§ 4. Die C. Neumann*80he Methode des arithmetischen Mittels und die Fourier*8Che Reihe. 

Das Poisson*sche Integral. 

Die Methode des arithmetischen Mittels, deren Urheber Herr G. Neumann ist^ gewährt einen 
Ersatz für „das so schöne und dereinst so viel benutzte ^ jetzt aber wohl für immer dahingesunkene 
DiriMefsche Prinzip^,***) — 

Versteht man unter einer Fundamentalfunktion eines ebenen von einer gegebenen Kurve 6 
oder eines räumlichen von einer gegebenen Oberfläche 6 begrenzten Gebietes eine Funktion U = U{Xj y) 
bezw. U= U(x, y, z), welche in ErstredctMg des Gebietes eindeutig und stetig ist, deren erste utid «weite 
Ableitungen nach x, y bezw. x, y, z innerhalb des Gebietes stetig sind und der Differentialgleichung genügen: 

*) Math. Ann. 24, S. 288, 240, 248. 
♦•) Math. Ann. 24 S. 181. 

***) C. I<reumann, Abhandlungen der E. Sächsischen Gesellfichaft d. W. Bd. XIII, 1887. AofMitlein ist be- 
sonders zu nennen das Werk desselben Verfassers über das hof. und Newton*8che Potential. Die letzte mir bekannt 
gewordene Veröffentlichung über diese Methode ist enthalten ui dem Bande XIV eben genannter Abhandlungen aus 
em Jahre 1888. 
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so löst die Methode zunächst für eine grofse Klasse von Kurven und Flächen die Aufgabe^ diejenige 
Fundamentalfunktion eines gegebenen Gebietes zu finden, welche an der Begrenzung 6 gleich einer 
vorgeschriebenen als stetig angenommenen Funktion f wird. Gleichzeitig wird bewiesen, dafs es nur 
eine dem gegebenen Gebiet und der gegebenen Funktion /' entsprechende Fundamentalfirnktion giebt. 
Von grundlegender Bedeutung fSr die Neumann'sche Theorie ist ein gewisses Potential, nämlich 
das Potential einer auf 6 ausgebreiteten Doppelbeilegung vom Momente /*. Dasselbe hat den Ausdruck 



^' = rJrJ^^' 



WO T in der Ebene = log ^, , im Räume = ^ ist, und E den Abstand des Punktes x von dem 

Elemente dö der begrenzenden Kurve oder Fläche bezeichnet. Die Ableitung/ ^ erfolgt nach der 

inneren Normale, li ist in der Ebene = 1, im Räume = 2. Dieses Potential kann in folgende Form 
crebracht werden: , ^ ^ 

wo 8 den Winkel bezeichnet, unter welchem die Entfernung E{d6 — ►.r) gegen die auf d6 errichtete 
innere Normale geneigt ist, oder auch in folgende: 



TT, 



Ijn^^')^ 



wenn die scheinbare Gröfse des Elements dö für einen in x befindlichen Beobachter mit -f- (d^*) oder 
— (dög) bezeichnet wird, je nachdem der Beobachter die innere oder äufsere Seite des Elements vor 
Augen hat. unterscheidet man zwischen Wi und W^, je nachdem Punkt x im Innern von 6 oder 
auf 6 liegt, nennt femer Wi, den Konvergemwert, welcher auftritt, wenn in Wi der Punkt i in einen 
Punkt s hineinrückt, so wird bewiesen, dafs 

Wie hier aus f, die Funktion /"/, so wird aus // die Funktion /*/' u. s. w. gebildet. Entsprechend 
bilde man die Potentiale 

Herr C. Neumann beweist, dafs diese Funktionen /i, f/, /i", . . . gegen eine Konstante C konvergieren: 

linu«« /-/"^ = C. 
Die Lösung f&r ein inneres Gebiet ist dann in der einen Form folgende: 
V, = C+ (TT,- F;0 + (TT/'- Wi"') + . . . 

Bei der Anwendung auf den Kreis verfahre ich im ganzen nach der Vorschrift des Herrn C. Neumann, 
lasse aber eine Abänderung eintreten, welche jede andere Voraussetzung über die Randfimktion f als 
dafs sie stetig ist, vermeidet. Man bilde nach der Vorschrift: 

F;.= iffidö).; TF, = -l//-[l +2 (';-)" cos n(«, - a,,)]^«. 



5^ 

3 
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Diese unter dem Integralzeichen stehende Reihe ist für jedes qi < q längs der ganzen Peripherie 
gleichm'afsig konvergent^ woran auch durch die Multiplikation mit der endlichen und stetigen Funktion f 
n^fhts geändert wird^ so dafe die vorgeschriebene Integration gliedweise vorgenommen werden darf, 
man erhält auf diese Weise: 

Wi^: — I fdm -j ^*( — ) Icos nmi j fcos ntodm + sin nas //"sin w© da)|. 

0*0 

Nun ist nach der Definition 



Die folgenden Funktionen /i", /"/", . . . werden im Falle des Kreises ebenfalls =» C Nach der Bedeu- 
tung von Wit erhält man^ wenn die Annäherung von i an ^ längs eines Radius geschieht^ 

'in ^ in in 

Wi9 = lim^,=^ — / fdoi + — ^ (— j I cos nai, //' cos na> dco + ^^ ^^i / /" sinn© dco | L 
Setzt man dies gemäfs obiger Gleichung == /*/ -f- A ? so entsteht^ wenn man noch die Gleichung 

%n 


berücksichtigt; 

a/r %n 2n 

(A) /i = f{(xi) == limp^=,^ — / fda + ^ ^( "^ ) 1 ^^^ ^® / ^ W ^^® nada^ sin m<d / /"(a) sin nad« | . 

10 

Es ist hervorzuheben^ dafs der Limes^^^»^ erst nach Bildung der eckigen Klammer für qi < p zu nehmen 
ist. Wann es erlaubt ist, in der Klammer gliedweise (>,- = (> zu setzen, wodurch die Fourier'sche 
Reihe entsteht, darüber nachher. 

Da der in TF,-, geforderte Übergang eines inneren Punktes ((>/, o,) in einen Peripheriepunkt 
{fi, fo) hier längs eines Radius geschah, so ist ot = m gesetzt worden. Die gj unter dem Zeichen J sind 
zum Unterschiede mit a vertauscht. Das innere Problem für den Kreis wird, da Wi'=Tr/'=--- = 2C, 
gelöst durch 



8/K in 



(B) Y, = - C + F;. = - ^ffdm + -l-ffid6), . 



Diese beiden Qleichu^en für /i = /*(») und für V,- ffelten, ohne dafs ein Ansatz für f geschehen ist, 
also für jede stetige Funktion ohne Einschränkung. Speziell giebt die Gleichung (A) eine Darstellung, 
welche, eben nach der Methode des arithmetischen Mittels, für jede stetige Fwnktion gilt, auch wenn 
die entsprechende Fourier'sche Reihe nicht konvergiert. Diese Art der Darstellung ist nur eine nicht 
übliche; sie erfordert nämlich als letzte Grenzoperation die Bildung eines Limes für r^\ — 0, (wenn 

von jetzt an — »= r gesetzt wird), während sonst die Form der unendlichen Reihe oder des Integrals 

bevorzugt ist. Man ersieht aus (A), wenn es etwas anders geschrieben wird: Es ist für jede stetige 
Funktion unter dUen Umständen: 

in „ in in 

limr=i_o|linin==» 5- 1 f{cc)da'] ^r"(co8Mo j f (a) cos nada + sinn© //"(a) sin warf«) |=/'(o). 

0*0 
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Hingegen giebt es Fälle, wo 

lim,=0D { limr=i[idem] } d. i. ^ / f(a) da -j ^? 1 f(a) cos n(to — a)d(c 

^ 

die stetige Punktion nicht darstellt. Ersteres erkennt man hier aus der C. Neumaim'schen Methode, 
letzteres ist bekannt aus der Theorie der Fourier'schen Reihe. — Da die Fourier'sche Reihe hier als 
Potenzreihe, gebildet fftr r = 1, auftritt^ so ist an den Abduschen Satz und die Verallgemeinerung des- 
selben zu erinnern, derselbe lautet*): Sei 

SP(0 — «0 + »ir + o^r* H 

eine Potenzreihe mit der Eonvergenzgrenze r = 1. Wenn dann die Reihe »o + ^i + ^8 "4" ' * * ^*^^ 
einef endlichen Zahl konvergiert oder bestimmt unendlich ist, so ist limr=i-o ^'(Ö = dieser end- 
liehen bezw. bestimmt unendlichen Zahl. Hat dagegen a^ -f ^i + ^ + ' ' ' die Unbestimmtheifai'- 
grenzen und U, femer limr^i—o v{^) die ünbestimmtheitsgrenzen 0' und 27', so liegen dieselben, 
ob endlich oder unendlich, so zu einander: 

U<W<0'<0, 

Aus diesem Satze folgt nach dem obigen: Wenn die Fourier'sche Beihe {gebildet von einer durchweg 
stetigen Funktion) konvergiert, so konvergiert sie nach dem Funktionsweri. Konvergiert sie nicht, so 
schwankt sie um den Funktionswert herum. Hier ist nämlich I7'= O' = f{(o), also U <f{p)< 0. 
Das Entsprechende gilt von dem Problem für die Engel und der Entwicklung nach Eugelfunktionen. 



Wenn man auf die durchgängige Stetigkeit der Funktion f verzichtet, so wird die oben (S. 16) 
gegebene Definition der Fundamentalfunktion, wenigstens was den einen Punkt, die Stetigkeit in Er- 
Streckung des ganzen Gebietes, anbetrifft, hinfällig, während die gegebene Lösung, so lange die Funktion 
integrierbar bleibt, ihren Sinn behält. Es entsteht nun die Au%abe, zu untersuchen, welches modi- 
fizierte Randwertproblem die frühere Lösung bei der jetzigen Voraussetzung löst, d. h. sni untereuchen, 
wie jetzt der Übergang in die Randwertfunktion, wiederum zunächst längs eines Radius, stattfindet. — 
Die Funktion f werde also von jetzt an lediglich als integrierbar vorausgesetzt, sie möge auch in un- 
endlich vielen Punkten eines Systems erster Gattung unendlich werden k^nen, doch so, dafs auch ihr 
absoluter Wert integrierbar ist Zu untersuchen ist der Limes auf der rechten Seite der Gleichung (A). 

Die Reihe in der eckigen Elammer konvergiert offenbar für jedes Qi<.(f bezw. r<l, da 
nach der gemachten Voraussetzung, wie ich als bekannt annehme, 

limn==QB / f(cc) cos nada und limn^oe / /'(«) sin nada = 0.**) 

Da femer, wenn r < 1, die Reihe „ 

Y + ^ r* cos m(o — et) 
1 

für alle a gleichmäfsig konvergiert, so darf man die Ordnung von Summation und Integration ver- 
tauschen (vgl. Dini, (Wundlagen § 286) und erhält, falls die eben erwähnte Reihe als reeUer Teil der 
folgenden „ 

1 
betrachtet und summiert wird, folgende Gleichung: 

*) Stolz, Aiithm. I, 8. 280. 

**) Hamack, Math. Ann. 19, S. 268. Es ist übrigens durchaus nicht erforderlich, dal's diese Integrale gerade 
Null werden. 
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in OD 8« in %n 



a 



welche gilt für r < 1.*) — 

unter den über f gemachten Yoraussetzungen haben beide Seiten der Gleichung (G) bestimmte 
Werte und sind einander gleich, wie unter Berufung auf das Verschwinden obiger Integrale far n *= c» 
und den Satz bei Dini, welcher die Umkehrung der Summations- und Integrationsordnung gestattet; 
bewiesen worden ist. Bei den allerallgemeinsten Annahmen über das ünendlichwerden der Fimktion /) 
. wie sie speziell Hamctck einführt und begrifflich hierron verschieden aber auf dasselbe herauskommend 
Herr Holder**)^ ist die obige Schlufsweise nicht bindend und die Gleichung (C) kann nicht als be- 
wiesen angesehen werden. Kann man doch bei dieser allgemeinsten Art des ünendlichwerdens einer 
integrierbaren Funktion nicht ohne weiteres auf die Integrierbarkeit des Produkts dieser Funktion 

mit einer endlichen und integrierbaren^ z. B. auf die Integrierbarkeit von f(a) . schliefsen. 

Sofern bei andern Voraussetzungen als den obigen die Gleichung (G) ebenfalls gilt, gelten auch die 
folgenden Schlüsse. — 

Das Poisson'sche Integral; welches nach (G) die Potenzreihe für jedes r < 1 sunmiiert, wird 
nun dazu benutzt; um den Limes dieser Potenzreihe fdr r «= 1 — zu bestimmen; am einfachsten in 
der Weise du BoiS'Beymonds***\ 

Wir bedienen uns der Eigenschaft von 



1 — 2r cos (« — a) + r" 
stets positiv zu sein ffir r < 1 und der Gleichung 

in 



ß"" r^ 



-. = 2ar. 



•2rco8(ö — a) + r* 



Jedenfalls ist der Limes (r =» 1) dieses Integrals ebenfalls 2x. Zerlegt man es in: 

w— d to-\-d in 



tu — d co-f"rf 



80 ist der Limes (r = 1) der beiden äufseren Integrale links Null (wegen des Faktors 1 — r* imd 
der Endlichkeit der Funktion unter dem Integralzeichen für r «= 1 incl^; also ist der des mittleren 
allein 2x. Zerlegt man dieses in die Teile 



/+/' 



so hat jeder für sich, weil sie ganz gleich sind, den Limes ä für r = 1. Wir bilden nunmehr 

in I»— <f in w co+d 



u-^d tu — 6 



Auf die beiden letzten Integrale wird der erste Mittelwertsatz angewandt. Auch in dem vorliegenden 
FallC; dafs die Funktion f unendlich wird, ist 



♦) Diese Methode findet sich zuerst bei Herrn C. Neumann (Grelle 59), dann bei den Herren Prym und 
Schwarz (daselbst 73 und 74); femer bei Hamack (Math. Ann. 21, S. 322). 
^ beides in Math. Ann. 24. 
•^ Grelle 108, S. 216, 
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Hierin bedeutet der erste Faktor rechts einen unbekannten Mittelwert, gleichgiltig, ob die Funktion 
diesen Wert wirklich annimmt oder nicht. Dieser Mittelwert muTs endlich sein, weil beide Integrale 
rechts und links bestimmt sind, das rechte positiv. Hierdurch entsteht: 

(o-^-d Ol — ^ tu 

Hiervon ist der Limes für r = 1 zu bilden, d bleibt hierbei fest und zu späterer Verfögung. Die 
beiden letzten Integrale haben, wie gezeigt, den Grenzwert inr; es ist zu zeigen, dafs die beiden ersten 
gegen konvergieren. Den Faktor 1 — r* ziehe man vor das Integral. Für jedes cc im Intervall 
des ersten sowie des zweiten Integrals ist ftir ein festes r 

1 ^1 



< 



1 — 2r cos (© — «) + r*'^ 1 --2rco8* + r*' 
femer ist fftr alle r > cos * 

1 — 2r cos * + r' ^ 1 — cos* 9 sin* 9 
Daraus folgt (f{a) ist n. V. absolut integrierbar) 

— S Ol — S 



I ff(a)- — 5 ^ r-r-i^« <^^ f\f(j^)\^^ 

I ^ ' ^ ^ 1 — 2r cos (cd — a) + r" ^ sin" BJ " ' v / " 



Da die (Jröfse rechts endlich ist, so ist ersichtlich, wie der Limes des ersten, und ebenso des zweiten 
Integrals rechts, wegen des Faktors 1 — r* verschwindet. Man erhält also 

in 
(D) ^r^,.,Jf{a) ,_a,eos7/-«) + r' **« = « {[/^W]»-«» + [/•(«)]:+'} • 



Bechts darf man nunmehr das willkürliche d gegen Null konvergieren lassen und erhalt den Grene- 
wert des Foisson'schen Integrals heew. der gleichwertigen, Potenzreihe (s. Gleichung (C)) 

= |{/-(a,-0)+/'(a) + 0)}. 

Hierin bedeutet f{p — 0) einen bestimmten oder unbestimmten Wert innerhalb des Wertvorrats zur 
linken Seite, /"(cd + 0) das Entsprechende zur rechten Seite. Auf den Funktionswert in cd selbst 
kommt es beide Male nicht an. — 

Brei Ausdrücke sind es also, deren Verhalten zu einander beobachtet werden soll: 
1^ Die Funktim f(^), 

2) Der Limes des Foisson'schen Integrals heew. der gleichwertigen Potenjsreihe (Gleichimg (C)) 
für r = 1 — 0. 

3) Die Fowrier'sche Beihey d. i. die Potenm-eihe gebildet fü/r den Wert r = 1. 

Was zunächst die Funktion unter 1) anbetrifft, so denke man sich dieselbe von hebbaren 
IJnstetigkeiten, welche ganz einfluTslos sind, befreit und imter Umständen auch durch Hinzufügung 
einer Funktion vom Integral Null vereinfacht. Die so modifizierte Funktion nenne man /*; sie habe 
in CO die vorderen Unbestimmtheitsgrenzen Vo und Vu, die hinteren Ho und Hw — Die Grenzen des 
Limes in 2) seien wieder 0' und J7', die der Fourier'schen Reihe in 3) und CT. Wir erhalten 
dann folgendes Schema: 

(a) U<ü'<0'<0 

y I TT TT" \ . ff 

(b) 8 " <U'<0'<-^^, 
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in welchem (a^ aus dem Potenzreihensatz (S. 19), (b) aus Gleichung (D) folgt. In (b) verstärkt man 
unter Umstänaen die Ungleichung, wenn man links die untere, rechts die obere Schranke des Wert- 
vorrats der Funktion f in o einsetzt. Man sieht, dafs dieser Wertvorrat und das Unbestimmtheits- 
intervall der Fourier'schen Reihe sicherlich, wenn U' = 0', diesen Punkt, andernfalls das Stück 
zwischen U' und 0' gemeinsam haben. — 

Hat f in OD einen vorderen Ghrenzwert V und einen hinteren Grenzwert fl", so folgt aus 
unserm Schema, da Vo = Vu = V und 11^ = nu = H ist, 

weiter aus (a), dalls die Fourier'sche Reihe (0, U) genau diesen Wert darstellt oder um ihn herum- 
schwankt. 

Ist /*(a>) bestimmt unendlich, etwa -j" <^> ^^ is* F^ = S^ = F» == fi'o = -|- cx), also auch 
0' = ü"' = -f- oo, demzufolge auch = + oo, während über ü nichts folgt. Ist also die Funktion f 
in (o -{- (x> ( — oo), so ist die obere (untere) Unbestimmtheitsgrenze der entsprechenden Fourier'schen 
Reihe gleichfalls -f- oo ( — oo). Ist f bei © so beschaffen, dafs die Werte in einer beliebig kleinen 
Umgebung rechts und links symmetrisch und entgegengesetzt bezeichnet sind, so folgt aus der Her- 
leitung (s. S. 21), weil die Mittelwerte vor den beiden letzten Integralen rechter Hand entgegengesetzt 
und cUese Integrale selbst gleich sind, dafs Null herauskommt. Dies ist auch der Fall, wenn ao ein 
Unendlichkeitspunkt ist. Es ist dann ?7' = 0' = und die Fourier'sche Reihe ist = oder schwankt 
mn herum. — 

Macht man umgekehrt eine Annahme in Betreff der Fourier'schen Reihe, so kann man einen 
Schlufs auf die Funktion ziehen. Ist die Fourier'sche Reihe konvergent, also = Uy so folgt O'^U' 
und weiter, dafs die zu Grunde liegende Funktion denselben Wert hat, oder um diesen Wert (mög- 
licherweise zwischen den Grenzen -|- ^^ ^^^ — <^) herumschwankt. — 
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